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Abstract
球面符号についての SDP-method (半正定値計画法) は Bachoc-
Vallentin によって定式化された [J. Amer. Math. Soc. 2008]. 本報告で
は equiangular line system の濃度の上界について，Bachoc Vallentin
の SDP-method により得られた結果を紹介する．特にその系として
$n\geq 3$ のとき $(n-1)$ 次元球面上の tight design of hamonic index 4が
存在しないことを示す．
1序
$n$ 次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 内の原点を通る直線の族 $1$が equiangular line
system であるとは，その族における任意の二直線の交わる角度が一定である
ことをいう．特にその角度 $\theta$ を common angle という．各実数 $\alpha\in[0$ , 1) に
対して，$M_{\alpha}(n)$ を $\mathbb{R}^{n}$ 内の equiangular line systems with the common angle
$\theta=$ arccos $\alpha$ の濃度の最大値とする．この分野における最も大きな問題のーつ
は $M_{\alpha}(n)$ を決定することである．特に本報告では $M_{\alpha}(n)$ の上から評価につ
いて考えたい．この分野の最近の進展がまとめられている文献として [5, 10]
を挙げておく．
本報告では主結果として，$(n, \alpha)$ が特定の条件を満たす場合に $M_{\alpha}(n)$ の
新しい上界を得たことを報告する (see Theorem 2.1). 主結果から得られる上
界の例としては $M_{1/9}(228)\leq 3185$ などが挙げられる．
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本研究のモチベーションの一つは球面デザインの問題から来ている．Del-
sarte の LP-method (線形計画法) から
$M_{\sqrt{3/(n+4)}}(n)\leq(n+1)(n+1)/6$ (1)
となることが示せるが，坂内-奥田-田上 [6] では，
$\bullet$ $(n-1)$ 次元球面 $S^{n-1}$ 上の tight spherical design of harmonic index 4
の存在，
$\bullet$
$\mathbb{R}^{n}$ 内の equiangular line system with the common angle $\arccos\sqrt{3}/(n+4)$
で不等式 (1) の等号を達成するものの存在，
の二つが同値であることを示した．2
$n=2$ の場合には，上記の不等式 (1) の等号を達成する $\mathbb{R}^{2}$ 内の equian-
gular line system with the common angle $\arccos\sqrt{1}/2$ は簡単に構成できる．
$n\geq 3$ のとき，本報告で紹介する $M_{\sqrt{3/(n+4)}}(n)$ の上界は (1) よりもシャープ
なものになっており，特に不等式 (1) の等号を達成するものは存在しないこ
とが分かった．
Theorem 1.1. 各 $n\geq 3$ について，
$M_{\sqrt{3/(n+4)}}(n) \leq 2+\frac{(n-2)}{6}(\sqrt{(n+4)/3}+1)^{2}$
$<(n+1)(n+1)/6.$
アソシエーションスキーム上の符号についての SDP-method は Schrijver
[13] によって提唱された (see also [9]). 球面符号への SDP-method は Bachoc-
Vallentin [1] により定式化され，主に接吻数問題に対して優れた成果を挙げ
ている ([2,3,12 しかし多くのケースでは $SDP$-method を実行する際には









$\bullet$ Gerzon's absolute bound (see [11, Theorem 3.5]):
$M_{\alpha}(n) \leq\frac{n(n+1)}{2}$ for any $\alpha$
$\bullet$ Neumann's bound (see [11, Theorem 3.4])
$M_{\alpha}(n)\leq 2n$ if $1/\alpha$ is not an odd integer.
$\bullet$ Lemmens-Seidel's relative bound ([11, Theorem 3.6]):
$M_{\alpha}(n) \leq\frac{n(1-\alpha^{2})}{1-n\alpha^{2}}$ in the cases where $1-n\alpha^{2}>$ O.
本報告の主定理として，上記の結果から一般には従わない新しい上界を紹
介する:
Theorem 2.1. 自然数 $n\geq 3$ と実数 $\alpha\in(0,1)$ が
$3\alpha^{-2}-6\alpha^{-1}+2<n<3\alpha^{-2}+6\alpha^{-1}+2$
を満たしているとする．このとき，
$M_{\alpha}(n) \leq 2+(n-2)\max\{\frac{(\alpha^{-1}-1)^{3}}{n-(3\alpha^{-2}-6\alpha^{-1}+2)},$ $(3\alpha^{-2}+6\alpha^{-1}+2)-n(\alpha^{-1}+1)^{3}\}.$
Theorem 1.1は Theorem 2.1からただちに従う．また，先に紹介した
Neumann の上界から，$l:=1/\alpha$ が奇数の場合に $M_{1/l}(n)$ を与える問題が特
に重要であると考えられている．具体的な $(n, 1/l)$ ( $l$ は奇数) については
$M_{1/l}(n)$ についての多くの結果が知られている (see [5, 10]) 3. Theorem 2.1
の具体例として，$M_{1/9}(n)$ について以下の上界を紹介する:
$\bullet 192\leq n\leq 227$ なら $M_{1/9}(n)\leq 3202.4$
3文献 [10] においては $N_{l}(d)$ " が $M_{1/l}(d)$ を意味していることに注意．
4ここでは Theorem 2.1の他に $M_{\alpha}(n)$ が $n$ について単調非減少であるという定義から
従う事実を用いた．
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$\bullet 228\leq n\leq 298$ な ら
$M_{1/9}(n) \leq-998+\frac{297000}{299-n}.$





球面 $2$ 距離集合への Bachoc-Vallentin の SDP-method をある形に簡約化し
たものである．
以下 $n\geq 3$ を固定し，$S^{n-1}:=\{x\in \mathbb{R}^{n} \Vert x\Vert=1\}$ とおいておく．
Equiangular line system in $\mathbb{R}^{n}$ with the common angle $\arccos\alpha$ を考えるこ
とと，$S^{n-1}$ 上の有限部分集合 $x$ であって，
$I(X):=\{\langle x, y\rangle|x, y\in X, x\neq y\}\subset\{\pm\alpha\}$
となるものを考えることは同じである．6従って，$M_{\alpha}(n)$ の上からの評価を与
える問題は，球面 2距離集合で内積集合が $\{\pm\alpha\}$ の場合についての濃度を上
から評価する問題と考えることができる．
Bachoc-Vallentin [1] と記号を合わせて，$S_{k}^{n}(u, v, t)$ という三変数関数を
以下のように定義しよう、まず，[-1, 1] 上の $k$ 次多項式 $P_{n}^{k}$ を
$P_{n}^{k}(u)=C_{k}^{n/2-1}(u)/C_{k}^{n/2-1}(1)$
と定義する．ここで $C_{k}^{\lambda}$ は $C_{0}^{\lambda}(u)=1,$ $C_{1}^{\lambda}(u)=2\lambda u,$
$kC_{k}^{\lambda}(u)=2(k+\lambda-1)uC_{k-1}^{\lambda}(u)-(k+2\lambda-2)C_{k-2}^{\lambda}(u)$ for $k\geq 2.$
によって定義される Gegenbauer 多項式である．次に，各 $(i,j)\in \mathbb{N}^{2}$ に対
して，
$\{(u, v, t)=(\langle x, y\rangle_{\mathbb{R}^{n}}, \langle y, z\rangle_{\mathbb{R}^{n}}, \langle z, x\rangle_{\mathbb{R}^{n}})\in[-1, 1]^{3}|x, y, z\in S^{n-1}\}\subset[-1, 1]^{3}.$








$(Y_{k}^{n})_{i,j}(u, v, t)=\lambda_{i},{}_{j}P_{i}^{n+2k}(u)P_{j}^{n+2k}(v)Q_{k}^{n-1}(u, v, t)$
とおく．ここで，
$Q_{k}^{n-1}(u, v, t)=(1-u^{2})^{k/2}(1-v^{2})^{k/2}P_{k}^{n-1}( \frac{t-uv}{\sqrt{(1-u^{2})(1-v^{2})}})$ ,
$\lambda_{i,j}=\frac{n+2k}{n}(h_{i}^{n+2k}h_{j}^{n+2k})^{1/2},$
$h_{i}^{n+2k}=(\begin{array}{lll}n +2k +i-1 +n2k -1\end{array})-(\begin{array}{lll}n +2k +i-3 +n2k -1\end{array})$
である．最後に三次対称群 $\mathfrak{S}_{3}$ は $Y_{k}^{n}(u,v, t)$ に $(u, v,t)$ の置換として作用す
るが，$S_{k}^{n}$ を無限サイズ $($ indexed $by (i,j)$ ) の関数値行列として
$S_{k}^{n}= \frac{1}{6}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{3}}\sigma Y_{k}^{n}.$
と定義する．7
また，各 $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4}, x_{5}, x_{6})\in \mathbb{R}^{6}$ 及び $\alpha,$ $\beta\in[-1$ , 1 $)$ に対して，
$W(x):=(\begin{array}{ll}1 00 0\end{array})+(\begin{array}{ll}0 11 1\end{array})(x_{1}+x_{2})/3+(\begin{array}{ll}0 00 1\end{array})(x_{3}+x_{4}+x_{5}+x_{6})$ ,
$S_{k}^{n}(x;\alpha, \beta)$ $:=S_{k}^{n}(1,1,1)+S_{k}^{n}(\alpha, \alpha, 1)x_{1}+S_{k}^{n}(\beta, \beta, 1)x_{2}+S_{k}^{n}(\alpha, \alpha, \alpha)x_{3}$
$+S_{k}^{n}(\alpha, \alpha, \beta)x_{4}+S_{k}^{n}(\alpha, \beta, \beta)x_{5}+S_{k}^{n}(\beta, \beta, \beta)x_{6}$
とする．このとき，$W(x)$ はサイズ 2の対称行列であり，$S_{k}^{n}(x;\alpha, \beta)$ は $\{(i, j)|$
$j=0$ , 1, 2, . . . , $\}$ で添え字付けられる無限サイズの対称行列となっているこ
とを注意しておく．
球面 2距離集合への Bachoc-Vallentin's SDP method は以下の形で述べ
られる:
Fact 3.1 (Bachoc-Vallentin [1] and Barg-Yu [4]). $\alpha,$ $\beta\in[-1$ , 1) を固定し，
$S^{n-1}$ の有限部分集合 $X$ が
$I(X):=\{\langle x, y\rangle|x, y\in X, x\neq y\}\subset\{\alpha, \beta\}$




$|X| \leq\max\{1+(x_{1}+x_{2})/3|x=(x_{1}, \ldots, x_{6})\in\Omega_{\alpha,\beta}^{n}\}$
となる．ここで $\Omega_{\alpha,\beta}^{n}$ は以下で定義される $\mathbb{R}^{6}$ の部分集合である
$\Omega_{\alpha,\beta}^{n}:=$ { $x=(x_{1}, \ldots, x_{6})\in \mathbb{R}^{6}|x$ は以下の四つの条件を満たす}.
1. 各 $i=1$ , .. . , 6に対して $x_{i}\geq 0.$
2. $W(x)$ は半正定値．
3. 各 $k=1$ , 2, $\cdots$ について $3+P_{k}^{n}(\alpha)x_{1}+P_{k}^{n}(\beta)x_{2}\geq 0.$
4. 各 $k=0$ , 1, 2, .. . . について $S_{k}^{n}(x;\alpha, \beta)$ の任意の有限主小行列は半正
定値．
Theorem 2.1の証明に用いるのは以下の簡約化されたものである．
Corollary 3.2. Fact 3. 1と同じ設定において，
$|X| \leq\max\{1+(x_{1}+x_{2})/3|x=(x_{1}, \ldots, x_{6})\in\tilde{\Omega}_{\alpha,\beta}^{n}\}$
となる．ここで $\Omega_{\alpha,\beta}^{n}$ は以下で定義される $\mathbb{R}^{6}$ の部分集合である
$\tilde{\Omega}_{\alpha,\beta}^{n}:=$ { $x=(x_{1}, \ldots,x_{6})\in \mathbb{R}^{6}|x$ は以下の三つの条件を満たす}.
1. $x_{i}\geq 0$ for each $i=1$ , . . . , 6.
2. $\det W(x)\geq 0.$
3. $(S_{k}^{n})_{i,i}(x;\alpha, \beta)\geq 0$ for each $k,$ $i=0$ , 1, 2, . . . , where $(S_{k}^{n})_{i,i}(x;\alpha, \beta)$ is
the $(i, i)$ -entry of the matrix $S_{k}^{n}(x;\alpha, \beta)$ .
Theorem 2.1 は $\beta=-\alpha$ の場合での Corollary 3.2 を，特に $(S_{3}^{n})_{1,1}$ の部
分の条件に注目して計算することによって得られる．計算に必要な $(S_{3}^{n})_{1,1}$ の
データを以下に挙げておく．
Lemma 3.3. 各一 $1<\alpha<1$ に対して，
$(S_{3}^{n})_{1,1}(1,1,1)=0$
$(S_{3}^{n})_{1,1}( \alpha, \alpha, 1)=\frac{n(n+2)(n+4)(n+6)}{3(n-1)(n+1)(n+3)}\alpha^{2}(1-\alpha^{2})^{3}$
$(S_{3}^{n})_{1,1}( \alpha, \alpha, \alpha)=-\frac{n(n+2)(n+4)(n+6)}{(n-2)(n-1)(n+1)(n+3)}(\alpha-1)^{3}\alpha^{3}((n-2)\alpha^{2}-6\alpha-3)$
$(S_{3}^{n})_{1,1}( \alpha, \alpha, -\alpha)=-\frac{n(n+2)(n+4)(n+6)}{(n-2)(n-1)(n+1)(n+3)}\alpha^{3}(\alpha+1)^{3}((n-2)\alpha^{2}+6\alpha-3)$ .
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Remark 3.4. 先に紹介した $M\sqrt{3/(n+4)}(n)\leq(n+1)(n+1)/6$ (不等式 (1)) は
Harm4 $(S^{n-1})$ という $S^{n-1}$ 上の関数空間に注目して Delsa吋 $e$ の $LP$-method




という小さな関数空間 ( $H_{m,l}^{n-1}$ の定義については [1] を参照). に由来するも
のである．しかし，簡単なケースで計算実験を行ったところ，$H_{3,4}^{n-1}$ の替わり
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